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2 Grundlegende Begriffe
Def. 2.1 (Alphabet) Ein Alphabet ¥ ist eine endliche, nicht-leere Menge.

Def. 2.2 (Wort) Ein Wort w iiber einem Alphabet X ist eine endliche Folge o1 .. . 0}, von Zeichen
aus X

Def. 2.3 (Sprache) Eine Sprache iiber einem Alphabet ¥ ist eine (endliche oder unendliche)
Menge von Wortern iiber X

Def. 2.4 (Konkatenation) Sind u und v Worter, so bezwichnet man u o v die Konkatenation
von u und v, d.h. das Wort, das ensteht, wenn v hinter u geschrieben wird.

Def. 2.5 (Préfix/Teilwort/Sufix) Sind z,y, z Worter und ist w = zyz, so heifit = ein Prifix
von w, y ein Teilwort von w und z ein Sufix von w

Def. 2.6 (Sprachenoperationen) Seien A, B C X* Sprachen. Dann bezeichnet man: AU B
Vereinigung, A N B Durchschnitt, A — B Differenz, A = ¥* — A, AB = {uwv|u € A,u € B},
AO = {6}7 An+1 = AnAu Ar = UnZO An, A+ = UnZl An

Def. 2.7 (Relation) Sei A Menge, A™ Menge der n-Tupel aus A. n-Stellige Relation R iiber A:
Teilmenge von A™

Def. 2.8 (reflexiv) V z € A gilt (z,z) € R

Def. 2.9 (transitiv) V z,y,z € A gilt (z,y) € R und (y, 2) € R, so auch (z,2) € R.
Def. 2.10 (symetrisch) V z,y € A: (z,y) € R= (y,z) € R

Def. 2.11 (antisymetrisch) V z,y € A: (z,y) e RA(y,x) E R=>x =1y

Def. 2.12 (total) Vz,y € A: (z,y) € RV (y,z) € R

Def. 2.13 (Aquivalenzrelation) Reflexive, symetrische und transitive Relation. Oft mit ~
dargestellt

Def. 2.14 (Aquivalenzklasse) Die Aqivalenzklasse [x] von z ist die Menge aller y mit z ~ z
Def. 2.15 (Partile Ordnung) Reflexive, antisymetrischem und transitive Relation.

Def. 2.16 (Lineare Ordnung) Reflexive, antisymetrischem, transitive und totale Relation.
Def. 2.17 (Partile Ordnung) Wie im worterbuch

Def. 2.18 (¥£* Induktiv) ec ¥* undw e X*ANoceX=>w-0€ ¥*

Def. 2.19 (Wortlinge) |¢| = 0 und |wo| = |w| + 1

Def. 2.20 (Konkatenation) woe=w und uo (wo) = (uow)-o

Lemma 2.21 (Linge der Konkatenation) |uov| = |u|+ |v]



3 Regulare Sprachen: Grundlagen

Def. 3.1 (Regulire Sprachen) Sei ¥ ein Alphbet. Die folgenden regeln definieren die regulére
Sprachen iiber X. (), {€} und {o}, V o0 € X sind regular. Sind A und B reguldr, so auch AB,
AU B und A*1I

Def. 3.2 (Semantik regulérer Ausdriicke) Wir Definieren fiir jeden reguldren Ausdruck o
eine sprache L(a) wie folgt: L(0) = 0, L(e) = {e} und L(o) = {0}, V o € ¥ sind reqildre
ausdriicke. Sind o und § regulér Ausdriicke, so auch L(af) = L(a)L(5), L(a+ ) = L(a) U L(B)
und L(a*) = L(a)*.

Def. 3.3 (Syntaktischer Zucker) [a —z] =a+ ...+ 2z, a? = (a+¢€), a” = a...a (n mal o),
almnt = o™ (a?){"=™} min. m, max. n mal

Lemma 3.4 (Equvalenz von regulidren Austdriicken und Sprachen) Fiir jeden reguldren
Ausdruck « ist L(«) reguldr. Fir jeden reguldre Sprache L, existiert o mit L = L(«)

Def. 3.5 (Endlicher Automat) Ein Endlicher Automat A besteht aus: Menge () von Zustéinden,
Eingabealphabet ¥, Uberfithrungsfunktion ¢ : Q x ¥ — @, Startzustand s und Aktzeptierenden
Zustanden F C Q. Wir schreiben A = (Q, %, 4, s, F)

e QXY —-Q

o 0"(q.€) =q

o 0*(q,uo) =9(6*(q,w),0), wueX*,ocel
Satz 3.6 (EA und regulidren Sprachen) Fiir jeden endlichen Automaten A ist L(A) regular

Def. 3.7 (NEA) Ein nicht deterministischer endlicher Automat A = (@, 3,4, s, F) besteht aus
Menge @ von Zusténden, Eingabealphabet ¥, Uberfithrungsfunktion § : Q@ x ¥ — P(Q), Startzu-
stand s und Aktzeptierenden Zustdnden F' C Q.

e 5 :Q XX —PQ)

* 5*(q,¢) =¢q

b 5* (q’ UU) = Upeé*(q,u) 5(p7 J)

Satz 3.8 (NEA zu EA) Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A giebt es eine
deterministischen endlichen Automaten A’ mit L(A’) = L(A)

Def. 3.9 (NEA mit e-ﬂbergﬁngen) Ein nicht deterministischer endlicher Automat A = (Q, X, 4, s, F)
mit e-Ubergéngen besteht aus einer Zustandsmenge @, einem Eingabealphabet ¥ Einem Anfagszu-
stand s € @, einer Aktzeprierenden Menge F' von Zusténden, sowie einer Uberfiirungsfunktion

§:Qx (ZU{e}) — PQ).
e 0*(q,€) = e—closure(q)

o 6*(q,u0) = Uy es(qu) €-closure(d(q’, o))

Satz 3.10 (NEA+e€ zu EA) Zu jedem nichtdeterministischen Automaten A mit e—f}bergegen
gibt es einen deterministischen endlichen Automaten A’ mit L(A) = L(A").

Satz 3.11 (RA zu NEA+e€) Zu jedem regulirem Ausdruck a giebt es einen nichtdeteministis-
chen Automaten A mit e-Ubergéngen, so das L(a) = L(A) gilt.



4 Regulare Sprachen: Eigenschaften

Satz 4.1 (Pumping-Lemma) Sei L regulir. Dann gibt es ein n, so dass jeder String w € L mit
|w] < n als w = xzyz geschreiben werden kann, so dass die folgenden Aussagen gelten.

o yFfe

° |zy[<n

o fir alle k > 0 ist xykz €L

Anwendung: Angenomen, L regulire. Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lema. Wahle w € L
geschickt (abhingig von n) so, dass |w| > n. Sein z,y, z wie im Pumping-Lema, dann wissen wir

das die Bedingungen erfillt sind. Zeige, dass, egal wie w zerlegt wurde, sich ein Wiederspruch
ergiebt.

Satz 4.2 (von Myhill und Nerode) Ein Sprache L ist reguldr, denau dann, wenn ~, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Alg. 4.3 (Markierungsalgorithmus) Eingabe: A = (Q,%,4, s, F) Ausgabe: Relation N

1. Markiere alle Paare (p, q), (¢,p) mit p € F,q ¢ F

2. Fiir jedes unmarkierte Paar (p, ¢) und jedes o € ¥ markiere (p, q), fallsVo € 3,  (d(p,0),6(q,0))
makiert ist.

3. Wiederhole 2. bis sich keine neuen markierten Paare egeben

4. N = Menge aller markierten Paare

Aufwand O(|Q|?|X])

Alg. 4.4 (Minimierungsalgorithmus) Eingabe: A = (Q, %, 0, s, F') Ausgabe: minimierter Au-
tomat A’ mit L(A) = L(A")

1. Entferne alle zustdnde von A, die von s nicht erreichbar sind.

2. berechne die Relation N mit dem Markierungsalgorithmus.

3. Verschmelze sukzesieve alle nicht markirten Zustendspaare zu jeweils einem Zustand

Aufwand ist O(|Q|?2])

Satz 4.5 (Abschluss unter booleschen Operationen) Sind L und L’ reguldre Sprachen, so
sind LNL', ¥* — L und L — L' regular

Def. 4.6 (Homomorphismus) Sein X, T’ Alphabete und h : ¥ — T'*. So heist h Homomorphis-
mus. h ldst sich auf 3* erweitern: h(e) = € und h(uo) = h(u)h(o). h(uv) = h(u)h(v) nennt man
die Homomorphismus eigenschaft

Satz 4.7 (Abschluss unter homomorphismen) Ist L reguldre Sprache iiber ¥ und I" ein Al-
phabet, so sind h(L) und h=1(L), fiir jeden Homomorphismus A : I'* — X* regulir

Def (Strings und Logik) Sei w = o7...0, wort iiber ¥ = {r,...,7,}. Die Struktur S,, =
({1,...,n},suce, <, Py, ..., Py, ) ist definiert durch: sucec = {(i,i +1)|]1 <i < n}, <= {(,j)|1 <
i<j<n},Vi:P, =jloj=m.

Variablen z;, dennen Elemente aus der Grunmenge zugeordnet wereden (Positionen in w).
Sw E ¢ falls ¢ in Sy, gilt.



Satz 4.8 (von Biichi) Eine Sprache L ist reguldr, genau dann, wenn es eine Formel ¢ der
Monadischen Logik erster Stufe giebt, so dass fiir alle nicht-leeren Strings w gilt: w € L < S, | ¢.

Insbesondere: sei A = (Q,%,4,s,F) EA fir L, Q = ¢1,...¢, und s = ¢, dann beschreibt
folgende Formel alle Strings aus L:

¢ = IX:1...3 X

k
Va\/ Xi(@) A N\ AXi(z) A X;(x)) A
i=1 i#j
Iz dpira(z) A \/ (Xi(z A Po(z)) A

5(52()7:%'
I x drast(x) A \/ Xi(z) A

¢, €EF
Y aV y suce(z,y) — \/ Xi(x) N X;(y) A Py(y)

i,5,0

0(gi,0)=q;

Def (MSO-Formeln) P,(z),X(z),z < y,z = y sind MSO-Formeln, V o,z,y,X. Sind ¢,
MSO-Formeln, so auch ¢ Ay, p, 3z und 3 X ¢

Def. 4.9 (Existenzielle mon. Logik 2. Stufe) Die existenziele monadische Logik zweiter Stufe
besteht aus allen MSO-Formeln der Form 3 X ...3 X} v, wobei ¢ Formel der 1. Stufe.

Fol. 4.10 (aus Biichi) Zu jeder MSO-Formel ¢ (ohne frei Variablen) iiber X-Strings, giebt es
eine existenzielle MSO-Formel ¢/, so dass fiir alle ©-Strings w gilt: w = ¢ < w = ¢’

Satz 4.11 (Aquvalenzen fiir RA) Es gelten folgende Aquivalenzen:

Assoziativitdt a+ (8+7) = (a+ 8) + v bzw. a(8y) = (af)y
Komultativitat o+ =0+ «

Neutrale Elemente ) +a=a=a+ 0 bzw. ea = o = «e
Nullelement fa =0 = of

Distributivitat «a(8+v) = af + ay bzw. (a+ )y = ay + By

Stern (a*)*=a*, 0* =cund €* =¢

5 Kontextfreie Sprachen: Grundlagen

Def. 5.1 (Kontext frei Gramatik) Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) besteht aus
einer Menge von Variablen V', einem Alphabet ¥, einem Startsymbol S € V und einer menge von
Regeln P C V x (V UX)*. Die sprace von G ist dannL(G) = {w € *|S =F w}

Def (Ableitung) Falls, a, 8,7y € (VUX)*, X € V und X — v in P, so gilt a X —¢ afy

Def. 5.2 (Begriffe) Linksableitung Ableitung, in der in jedem Schritt die am weitesten links
stehende Variable ersetzt wird.

Rechtsableitung analog

Satzform String w € (VUZX)* mit § =* w

Links-Satzform String w € (V UX)* mit S =} w

Rechts-Satzform String w € (V UX)* mit S = w



Def. 5.3 (Kellerautomat) Ein Kellerautomat besteht aus einer Zustandsmenge @, einem Eingabeal-
phabet %, einem Kelleralphabet T, einer Uberfithrungsfunktion d : Q x (SU{e}) xI' — P(Q x I'*),
einem Startzustand s, einem untersten kellersymbol 73 und einer Menge von akzeptierenden
Zustdnden F. A= (Q,%,T,9,s, 71, F)

Lemma 5.4 Sei A= (Q,%,T',4,s,79, F) ein Kellerautomat. Sein z,y,w € ¥*, o, 8,7 € I'*,p,q €
Q, dann gilt: (p,z,a) " (p,y, B) = (p, 2w, ay) =~ (¢,yw, 57)

Lemma 5.5 Sei A = (Q,%,1,9, s, 7, F) ein Kellerautomat. Sein z,y,w € ¥*, a,3,€ I'*,p,q €
Q, dann gilt: (p, zw,a) =" (p,yw, B) = (p,z, @) =" (¢, ¥, 8)

Satz 5.6 (Leere Keller zu Akzeptierenden Zustinden) Fiir jeden Kellerautomaten A, der
mit leerem Keller akzeptiert gibt es einen Kellerautomaten B der mit akzeptierenden Zustdnden
akzeptiert und L(A) = L(B

Satz 5.7 ( Akzeptierenden Zustidnden zu Leere Keller ) Fiir jeden Kellerautomaten A, der
mit akzeptierenden Zustédnden akzeptiert, gibt es einen Kellerautomaten B der mit Leerem Keller
akzeptiert und L(A) = L(B

Satz 5.8 (Grammatik zu Kellerautomat) Zu jeder Grammatik G giebt es einen Kellerauto-
maten A mit L(A) = L(G)

Satz 5.9 (Kellerautomat zu Grammatik) Zu jedem Kellerautomaten (A), der mit leerem
Keller akzeptiert, giebt es eine Grammatik G mit L(G) = L(A)

Satz (Aquivalenzen fiir kontextfreie Sprachen) Fiir eine Sprache L sind dquivalend: L ist
kontextfrei, L wird von einem Kellerautomaten mit akzeptirenden Zustianden erkant und L wird
von einem Kellerautomaten mit leerem Keller erkannt.

Kor. (Kellerautomat mit einem Zustand) Zu jedem Kellerautomaten giebt es einen dquivalenten
Kellerautomaten mit nur einem Zustand

Def (Deterministischer Kellerautomat) Ein Kellerautomat heifit deterministisch, falls V ¢ €
Q,0 € ,7 € T gilt: |6(q,0,7)| < 1, |6(q,¢6,7)] < 1 und §(¢q,0,7) # 0 < (q,e,7) = 0. Eine
Sprache L heifit deterministisch kontextfrei, falls es einen determnistischen Kellerautomaten A
gibt mit L(A) = L.

Lemma 5.10 (Regulidr C deterministisch kontexfrei) Jede reguldre Sprache ist determinis-
tisch kontextfrei.

Lemma 5.11 (Requldr C det. kontextfrei C kontextfrei) Es gibt derministisch kontextfreie
Sprachen, die nich regulér sind. Es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht deterministsch kontextfrei
sind.

Lemma 5.12 (det. kontextfrei = eindeutige Grammatik) Ist L det. kontextfrei, so gibt
es eine eindeutige Gramatik fiir L

6 Kontextfreie Sprachen: Eigenschaften

Def (erreichbar, erzeugend, niitzlich) Eine Variablei X einer Grammatik G = (V, %, S, P)
heifit: erreichbar, falls es eine Ableitung S =¢ aX 3 gibt. erzeugend, falls es eine Ableitung
X =¢ wmit w € X gibt. niitzlich, falls es eine Ableitung S =7 aX =j w mit w € X* gibt.

Def (Chomsky-Normalform) G = (V, %, S, P) ist in Chomsky-Normalform wenn G nur niitzliche
Variablen enthélt und alle Regeln von G von der Form X — YZ und X — o enthalt mit
XY, Z € V,o € ¥. Falls S in keiner rechten Regelseite vorkommt, ist zuséatzlich S — € erlaubt.



Satz 6.1 (Kontextfrei = Chomsky-Sormalform) Ist L kontextfrei, so giebt es eine GrammatikG
in Chomsky-Normalform, so dass L(G) = L.

alg. (Chomsky) Sei Go = (V, %, S, P) Grammatik fir L

1. Entfernen von nutzlosen Variablen

2. Umwandeln aller Regeln, deren rechte Seite sowohln Variablen als auch Terminalsymbole
enthélten

. Ersetzen aller Regeln X — £ mit 3] > 2

3

4. Ersetzen aller e-Regeln

5. Ersetzen aller Regeln der Art X — Y
6

. Falls € € L fiige neues Startsymbol S’ — S|e hinzu

Def (Kreibach-Normalform) G = (V, %, S, P) ist in Greibach-Normalform wenn: G nur niitzliche
Variablen enthélt, und alle Regeln von G von der Form X — oY7...Y, mit X, Y7,..., Yy € Vo €
3 sind. Falls S in keiner rechten Regelseite vorkommt ist auch S — € erlaubt

Satz Ist L kontextfrei, so giebt es eine Grammatik G in Greibach-Normalform, so dass L(G) = L.

Satz 6.2 (Pumping-Lemma 2) Ist L kontextfrei, so gibt es ein n € N, so dass sich jeder String
z € L soin z = wvwzy zerlegen lisst, dass (1) [vz| > 1, (2) [vwz| < nund (3) wwlwaly € L,Yi >0

Prop. 6.3 Die folgenden Sprachen sind nicht kontextfrei: Lgp. = {a"b"c"|n > 1} und Lg =
2
0"’ |n > 0

Def (Substitution) Eine Substitution s ist eine Abbildung, die jedem Symbol o € X eine
Sprache s(o) zuordnet. Fortgesetz auf Strings s(oy...0,) = s(o1)...s(0,). Fortgesetzt auf
Sprachen via s(L) =, s(w)

Satz 6.4 (Abgeschlossenheit under Substitution) Ist L C X* kontextfrei und ist V o €
3, s(o) kontextfrei, dann ist auch s(L) kontextfrei.

Satz 6.5 (Weiter Abschlusseigenschaften) Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen
unter Vereinigung, Konkatenation, dem *-Operator, dem +-Operator und Homomorphismen

Satz 6.6 (...und noch ein paar mehr) Is L kontextfrei, so auch L' = {reverse(w)lw € L},
als auch L” = h=1(L) fiir Homomorphismus h.

Satz 6.7 (INichtabgeschlossenheit) Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht unter Durch-
schnitt, Komplement, Mengendifferenz abgeschlossen.

Satz 6.8 (Schnitt mit reguliren Sprachen) Ist L; kontextfrei und Ly regulédr so ist Ly N Loy
kontextfrei.

Satz 6.9 (det. kontextfreie abg. unter Komplement) Die Klasse der deterministisch kon-
textfreien Sprachen ist abgeschlossen unter Komplementbildung.

Satz 6.10 (det. kontexfreie abg. unter Vereinigung und Schnitt) Die Klasse der deter-
ministisch kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter Vereinigung und Durchschnitt.

Def. 6.11 (Lerheitstest, Wortproblem) Gegeben G, ist L(G) # 0?
Sei L kontextfreie Sprache. Gegeben w € ¥* ist w € L?

Alg. 6.12 (CYK-Algorithmus) Sei Gramatik G fiir L in Chomsky Normalform.

1. Firw=aq...a, € X* sei w[i,j] = w; ... w;j



2. Fiir jede Wahl von 4, 5,1 <i<j<nseiV,; ={X € V|X =* w[i,j]}. Da G in CNF ist, ist
X genaudann in V; ;, falls 3Y, Z, kmit X - YZ e G,Y €V, und Z € Viqq ;.

Def. 6.13 (Chomsky Grammatik) Eine Chomsky-Grammatik ist ein 4-Tupel (V, %, P, S) mit
V, %, S wie zuvor und P C (VUX)*V(VUX)* x (VUX)*

Def. 6.14 (Syntaxanalyse) Gegeben w € ¥*, ist ein Ableitungsbaum fiir w gesucht, falls w €
L(G), sonnst hinweis warum w ¢ L(G).

Def. 6.15 (LL(k)-Grammatik) Sei k£ > 0. Eine Grammatik G heifit LL(k)-Grammatik, falls
firu,z,y e ¥, X € Vund o, 3,7 € (BUV)*, S =7 uXa = uba =7 uz, S =7 uXa = uya =7
uy und py(z) = pr(y) = B = gelten.

Def (FIRST/FOLLOW) FIRST(a) = {0 € Sja =" ov,v € Sx}U{ela =* ¢}. FOLLOW (X) =
{0 € Z|S =* uXov,u,v € X*}.

Lemma 6.16 (LL(1)) Eine kontextfrei Grammatik G ohne nutzlose Variablen ist genau dann
eine LL(1)-Grammatik, wenn fiir alle variablen X von G und alle Strings o # (3, fiir die X — « und
X — 3 produktionen sind, gilt FIRST (a) N FIRST(3) = 0, falls a =* € so ist FOLLOW (X) N
FIRST(B) =0

Def. 6.17 (FIRST}) Fir a € (XUV)* sei FIRSTy (o) = {pi(z)|a =* = € £*}.

Def. 6.18 (LR(k)-Grammatik) Sei £ > 0. Ein Grammatik G heifit LR(k)-grammatik, falls
fir X,V € Viuzy € * wnf o, 8,7y € (T UV)*, S =F aXu =, afu, S =F vYz =, afy und
FIRST,(u) = FIRST(y) = a=vX =Y,z =y

Satz 6.19 (det. kontextfrei < LR(k)) Sei k > 1 L deterministisch kontextfrei < L = L(G)
fir eine LR(k)-Grammatik G

7 Berechenbarkeit

Def (Berechenbarkeit) f:3* — ¥* berechenbar < es giebt eine Algorithmus, der bei Eingabe
w € ¥* die Ausgabe f(w) erzeugt

Def. 7.1 (Semantik von Turing-Maschienen) Eine Konfiuration von M ist ein Tupel (g, u, o, v)
mit ¢ € Q U {ja, nein, h}, u der string lings vom Kopf, o das zeichen unter dem Koph und v der
String rechts vom Kopf.

Ist K = (q,u,0,v) ein Konfiguration, so ist K’ = (¢/,u’,0’,v") die Nachfolgekonfiguration von
K (K by K') falls 6(q,0) = (¢/,7,d) .

Def. 7.2 (Weiter def.) Sei ¥ CT — {>,U} ein Ein-/Ausgabe-Alphabet
M akzeptiert w, falls Ko(w) F3, (ja,u,o.v) fiir irgentwelche u,v € IT* und o0 € T’
M leht w ab, falls Ko(w) 3, (nein, u, o.v) fir irgentwelche u,v € I'* und o € T'
fu(w) =wu e ¥*, falls Ko(w) F3; (h,€,>,u) oder Ko(w) Fi; (hye,>,ullv)
Ene Funktion f : o* — Xx heiit Turing-berechenbar, falls f = fys fiir eine Turing-Mashine M
gilt.

Def. 7.3 (LOOP-Programme) Ein LOOP-Program besteht aus Variablen 1, z2, 3, . . ., Kon-
stanten 0,1,2,..., Trennsymbolen ;:=, Operatoren +— und denn Schliisselwortern LOOP, DO,
END. LOOP-Progamme sind: z; := x; + ¢ und X; := x; — c¢ sind , P;; P> fir LOOP-Programme
Py, Py, LOOP z; DO P END.



Def. 7.4 (Semantik von LOOP-Programmen) Eine Folge von S = s1, so, ... von Natiirlichen
Zahlen, wobei nur endlich viele s; # 0 heist Speicherinhalt. Ist S ein Speicherinhalt und P ein
LOOP-Programm, so ist S’ = P(S) der Speicherinhalt nach Bearbeitung von P. Der Speicherin-
halt von S(x) bei Eingabe von z ist die Folge x,0,0,....fp = s}, wobei S' = P(S(x)), ist die von
P berechnete Funktion. F': N — N heist LOOP-Berechenbar falls 3 P mit fp = f

Def. 7.5 (WHILE-Programme) Erweiterung von LOOP-Programmen durch das Schliisselwort
WHILE, ergiebt WHILE-Programme. Bedingte wiederholung: Ist P ein WHILE-Programm, so
auch WHILE z; # 0D P END. Ist P’ von der Form WHILE z; # 0DO P END und
S = $1,82;... ein Speicherinhalt, so ist P'(S) = S falls s; = 0, P'(P(S)) sonst. F': N — N ist
WHILE-Berechenbar, falls f = fp

Def. 7.6 (GOTO-Programme) Ein GOTO-Programm besteht aus einer Folge M7 : Ay;...; My :
A von Anweisungen A; mit Marken M;. Anweisung kann z; := x; + c oder z; = z; — c,
IF z; =c THEN GOTO M;j und HALT sein. (I, S) ist eine Konfiguration, wobei M; Marke und
S ein Speicherinhalt ist. Die Nachfolge-Konfiguration (I’,.5”) einer Konfiguration (I, S) ist ...

Satz 7.7 (WHILE = GOTO) Jede WHILE-Berechenbare Funktion ist auch GOTO-Berechenbar

Lemma 7.8 (k-String = 1-String TM) Zu jeder k-String TM M giebt es eine 1-String TM
M’ sodass V w e X*: fy(w) = far(w)

Satz 7.9 (WHILE = TM) Jede WHILE-Berechenbare Funktion ist auch Turing.berechenbar.
(f(n) = Z(fu(S(n))))

Satz 7.10 (TM = GOTO) Jede Turing-berechenbare Funktion ist auch GOTO-Berechenbar

Def. 7.11 (Primitv rekursive Fkt.) Primitiv Rekursiv sind alle Fkt. ¢* : N¥ — N mit

F(xy,...,o5) = ¢, 7F : N¥ — N mit 7¥(z1,...,2) = 7, und s : N — N mit s(z) = 2 + 1.
Weitehin sind g : N* — mathbfN und g,...,q : N — N primitiv Rekursiv, soauch f : N* — N
mit f(z1,...,2k) = g(g1(z1,-.-,2k),-. ., qi(z1,...,2r)) Primitiv rekursiv. Sind g¢,h primitiv

rekursive so auch f gegeben durch f(0,z2,...,2x) = g(xo,...,xx) und f(z + 1,29,...,2%) =
h(f(z,xo,...,x8),2,T2,...,Tk)

Def. 7.12 (p-rekursiv) Ist f : N**1 — N eine Funktion, so bezeichne uf die Funktion g :
N* — N mit g(z;,...,2) = min{n|f(n,21,...,2%) = 0 und f(m,z1,...,2%) =L,¥ m < n}.
Jede primitiv rekursive Funktion in p-rekursiv. Ist f p-rekursiv, so auch uf.

Satz 7.13 (Universelle TM) Sei ¥ = {0,1}. Es giebt eine universelle TM M , fir die gilt:
fu(w#x) = far, (z), fiir alle Strings w € ¥*, die eine TM kodieren, und alle x € Yx, fiir die M,
anhalt. M (w+#2) halt nicht an, falls w keine TM ist oder M, bei eingabe von x nicht anhilt.

Def. 7.14 (Partielle Funktionen) Bei Partiellen Funktionen f ist es erlaubt das f(w) nicht fiir
alle w definiert ist. Wir schreiben f(w) =L. Der definitionsbereich von f ist D(f) := {w|f(w) #L
}. Wertebereich von f ist D(f) =w € X*|Fu € T f(u) = w

Def. 7.15 (Entscheidbar) Partielle Funktion f heifit entscheidbar, falls es eine TM M giebt,
die V w € D(f) mit ausgabe f(w) anhélt und V w ¢ D(f) nicht anhélt. Eine Menge L heifit
entscheidbar, falls TM M giebt, die fir alle w € L im zustand ja und fiir alle w ¢ L in nein
anhalt. Eine Menge L heist semi-entscheidbar, falls es eine TM giebt die in ja anhélt falls w € L
und sonst nicht

Def. 7.16 (Characteristische Funktion) Sei L C ¥* Sprache, dann ist xz(w) = 1 falls w € L,
0 sonst und x; (w) =1 falls w € L, undefiniert sonst

Lemma 7.17 (Charakteristische Funktion und entscheitbarkeit) L entscheidbar < x1, berechen-
bar. L semi-enscheidbar < x/ berechenbar. L entcheidbar < L und L semi-enscheidbar



Def. 7.18 (Rekursiv aufzdhlbar) L heifit rekursiv aufzéhlbar, falls L der wertebereich einer
totalen, berechenbaren Funktion ist

Lemma 7.19 (Aufzihbar = semi-entscheidbar) L rekursiv aufzéhlbar < L semi-entscheidbar.
Def. 7.20 (Spezielles Halteproblem) K = {w € {0, 1}*|wkodiereineT MundM,haeltbei Eingabew}
Satz 7.21 K ist semi-enscheidbar aber nicht entscheidbar

Def. 7.22 (reduzierbar) Seien L,L’ C ¥*. L heifist auf L’ reduzierbar /L < L', falls es eine
totale, berechenbare Funktion f gibt, so dass V w € £* gilt: w e L & f(w) € L’

Lemma 7.23 (entscheidbarkeit und Reduktionen) Falls L < I/, dann gelten: L’ entsched-
bar = L entscheidbar. Ist L unentscheidbar = L’ ist unenscheidbar.

Def. 7.24 (Halteproblem) H = {w#ux|wkodierteineT MundM,haeltbeieingabevonx}. Hy =
{w#z|wkodierteineT MundM,haeltbeieingabevone}

Satz 7.25 (H und Hj sind nicht entscheidbar) n.c.

Satz 7.26 (Rice) Sei S eine Menge berechenbarer Funktionen mit ) # S # R. Dann ist die
Sprache C(S) = {w|Myberechneteine FunktionausS} nicht entscheidbar.

Def. 7.27 (Postsches Korrespondenzproblem (PCP)) Gegeben einer Folge ((x1,v1));-- ., (@k, Yk))
von String-Paaren, ist eine Folge 1, ...,1, gesucht so dass x;, ...x;, = ¥i, ... ¥s, gilt.

Satz 7.28 (Unentscheidbarkeit von PCP) PCP ist semi-entscheidbar aber nicht entscheid-
bar

Def. 7.29 (Schnittproblem) Gegeben kontextfreier Sprachen Gy, Ga, ist die antwort auf L(G1)N
L(G3) # 0 gesucht

Def. 7.30 (Eindeutigkeitsproblem) Ist eine kontextfrei Grammatik G eindeutig?

Satz 7.31 Das Schnittproblem und das Eindeutigkeitsproblem sin fiir Kontextfreie Grammatiken
unentscheidbar

8 Komplexitatstheorie

Def. 8.1 (MinSpanningTree) Gegeben einem zusamhéngendem Graphen G = (V, E') und einer
Gewichtsfunktion L : E — Q7, ist ein Aufspannender Bautm 7' C E von G mit minimaler

Gesamtlange ) . L(e) gesucht

Def. 8.2 (TravelingSalesman) Gegeben einem Ungerichtentem, zusamenhégendem Graphen
G = (V,E) und einer Gewichtsfunktion | : £ — Q7T ist ein Kreis K C E , der durch alle
Knoten mit minimaler Gesmtlange ¥.cxl(e) gesucht.

Def. 8.3 (Schrittzahl) Bei TM: Ist Ko(z) by K1 Far - .. By Ky mit K, halte konfiguration
nach eingabe von z, so setzen wir ¢y (x) = m. Falls keine solche Folge existiert ¢y;(z) =L. analog
bei GOTO- und WHILE-Programmen.

Def. 8.4 (Zeitschranke) Bei TM: Eine Funktion 7' : N — N heifit Zeitschranke fiir M falls
YV a € ¥ gilt: tp(x) < T(|z]). Analog fiir *-Programme

Lemma 8.5 (alles das selbe) Alle berechnungsmodelle sind bis auf eine polynomiellen Faktor
dquivalent. Das gilt auch fiir viele andere Modelle (vorsicht bei x; 1= z; X 2;)



Def. 8.6 (Rucksack) Gegeben m Gegenstiande mit Werten wy, . . ., w,, und Gewichten g1, . .., gm
und einer Gewichtschranke G ist I C {1,...,m} gesucht, so dass >, ;¢ < G und }_; ; w; max-
imal.

Def. 8.7 (HamiltonKreis) Gegeben einem Ungewichtetem Graphen G, ist ein Geschlossener
Weg, in dem jeder Knoten genau ein mal vorkommt gesucht.

Def. 8.8 (SAT) Gegeben aussagenlogische Formel ¢ in konjuktiver Normalform, ist eine Bele-
gung der Variable von ¢, gesucht, die ¢ erfiillt.

Def. 8.9 (Cliguge) Gegeben eines Graphen G = (V| E), wird die maxima Menge K von Knoten,
gesucht, die alle mit einander verbunden sind.

Lemma 8.10 (NP-Probleme) Cliquem Rucksack, HamiltoKreis, TravelingSalesman und Sat
sind in NP

Satz 8.11 (P C NP C EXP)

Def. 8.12 Sein L,L’ C ¥*. L heist aud L’ polynomiel reduzierbar (L < L’) falls es eine in
Polynomieller Zeit berechnebare funktion f, so dass Ve € ¥* gilt: w € L & f(w) € L’

Satz 8.13 (Cook) SAT ist N P-Volstiandig
Satz 8.14 SAT <, 3SAT

Lemma 8.15 Clique auch

Lemma 8.16 Hamiltonkreis auch

Lemma 8.17 Rucksack auch
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